Macaulayova durace perpetuity
v dobé mezi vyplatou kuponu

Bohumil Stadnik”
Abstrakt:

V ¢lanku se zabyvame odvozenim matematické rovnice pro vypocet Macaulayovy
durace perpetuitniho dluhopisu v obdobi mezi vyplatami kupont, pficemz po této
rovnici je poptavka i z financni praxe a dle naseho zjisténi se v ramci bézné dostupné
literatury neuvadi. Dostupné zdroje se omezuji pouze na rovnici pro vypocet Mac.
durace v okamziku, kdy do vyplaty nejbliz§iho kupdénu zbyva presné jedna cela
kupdénova perioda. Z odvozené rovnice dochazime k zavéru, ktery je v souladu
s finan¢ni intuici, a to, Ze velikost Mac. durace perpetuity nezavisi na velikosti
kupodnu, ale je zavisla na vnitfnim vynosovém procentu perpetuity a klesa s blizicim
se okamzikem vyplaty nejblizsiho kuponu.
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1 Uvod

Vzhledem k tomu, Ze se v bézn¢ dostupné literatuie setkdvame pouze s rovnici pro
vypoCet Macaulyovy durace (dale v textu jen ,Mac. durace®) perpetuitniho
dluhopisu (dale v textu jen ,,perpetuita“) v okamziku, kdy do nejblizsi vyplaty
kupénti zbyva jedna celda kuponova perioda (Fabozzi 1999; Radova et al. 2009;
Stadnik 2015), v tomto ¢lanku si odvodime vzorec pro Castéjsi situaci, tedy pro
pfipad, kdy dochazi k nadkupu a vypoétu Mac. durace uvniti kupénové periody.

2 Metodologie

Rovnici pro Mac. duraci je mozné odvodit z prvniho ¢lenu Taylorova polynomu,
prizptisobeného pro ucely vypocétu vychylky ceny dluhopisu, a to v zavislosti na
vychylce zmény vnitiniho vynosového procenta, podle rovnice (1)

’ 1 s 1 rrrs
AP = PAi+ P (Ai)2+§P (A3 + - +R, (1)

kde P je obecné cena dluhopisu jako funkce vnitiniho vynosového procenta i.
U dluhopisti s kone¢nou dobou do splatnosti je i téZ nazyvano vynosem do
splatnosti. V dluhopisové praxi se tento pojem pouziva i pro dluhopisy bez
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splatnosti, ale my se budeme pro zachovani logické souladnosti drzet pojmu vnitini
vynosové procento. P’, P, P”” jsou prvni, druha a tieti derivace podle i. Symboly
AP a Ai oznacuji zménu P ai. Symbol R je zbytek souctu na pravé stran€ polynomu.
Mac. durace je nasledné¢ vyjadiend z vyrazu pro prvni derivaci P, a to tak, aby
vyjadfovala vazeny primér dob do splatnosti jednotlivych financ¢nich toki, kde
vahy jsou diskontované finan¢ni toky. Jeji hodnota téz samoziejmé zavisi na
vnitinim vynosovém procentu. Této definice Mac. durace vyuzijeme i v naSem
odvozeni.

Béhem odvozeni budeme predpokladat, Ze frekvence vyplaty kuponu je stejna jako
frekvence pfipisovani urokt, kterou pouzivame pii diskontovani. Tento predpoklad
je v souladu s dluhopisovou praxi.

Dalsi moznosti by téz bylo pfimo vyjit z prvniho ¢lenu Taylorova polynomu.
V odvozeni bychom pak museli derivovat By, v dob& mezi vyplatami kupond
(jedna se o rovnici 4), ale predpoklddame, ze vypocetni slozitost by ve vysledku
nebyla jednodussi.

3 Matematické odvozeni

Nejprve odvodime rovnici pro cenu perpetuity — rovnice (2), jestlize dluhopis
kupujeme uvnitt kuponové periody a do vyplaty nejblizs§iho kuponu zbyva d dni.
Rovnice (2) je vychozi rovnice diskontovanych finan¢nich budoucich toki a jelikoz
predpokladame, ze financ¢ni toky budou nasledovat do nekonec¢na, musime soucet
resit jako limitu.
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Pyerp je cena perpetuity v jednotkach mény, ve které je perpetuita denominovana,
f je frekvence vyplaty kuponu a souCasné frekvence piipisovani urokd pii
diskontovani, dle predpokladu v kapitole vyse. d je pocet dni do vyplaty nejbliz§iho
kupénu a dyeq,r je poCet dni v roce. Parametry d a dyeq, mizeme piizpisobit
pozadované ,,day count convention®,
Aby rovnice vystihovala potizeni perpetuity uvnitf kupdénové periody, musi byt
splnéna podminka, ze doba do vyplaty nejbliz§iho kuponu je mensi nez kupdnova
perioda, vyjadieno v letech:
d 1
<-.
dyear f
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Po nékolika trivialnich upravach vyrazu na pravé stran¢ se dopracujeme k rovnici

[

1 1
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a nasledn¢ pak k rovnici
c i
— 1+_
— f _f
Boerp = 4 I 4)
dyear f

Je vhodné udélat test, jestli vzorec (4) vyhovuje pro situaci, kdy pocitame cenu
v okamziku jedné celé kuponové periody do vyplaty nejblizsiho kuponu, tedy pro
f=1ad =dyeqr.
T
Poerp =TT =73 (5)
1 1
Rovnice (5) neni v rozporu s obecn€ uvadénym vzorcem Py,eppp = % Kdyby byla
v rozporu, rovnice (4) nebude spravné.
Pro f = 2, kdy pouzivame pilro¢ni vyplatu kupdnu a soucasné ptilrocni pripisovani
urokd pri diskontovani, coz je napiiklad typické pro americké statni dluhopisy,
a dluhopis kupujeme ptil roku pted vyplatou nejblizs§iho kuponu, obdrzime:
S
P =—2_ .2 = -
perp 145 i i (6)
2 2

Z rovnice (6) je ziejmé, ze jestlize je frekvence vyplaty kupond a ptipisovani uroki
pti diskontovani stejna, pak velikost této frekvence nema vliv na cenu dluhopisu,
jestlize ho potizujeme jednu kupdnovou periodu pied vyplatou nejblizsiho kuponu.
Nyni si odvod'me rovnici pro vypocet Mac. durace perpetuity v souladu s vySe
uvedenou metodologii. Sestavime tedy rovnici pro vazeny primér dob do vyplaty
jednotlivych kupont ode dne, pro ktery Mac. duraci perpetuity pocitame, pii¢emz
vahy jsou diskontované velikosti kupontl a soucet vah je roven cené perpetuity podle
rovnice (4).

d c ( d ,1)5 ( d +g>£ ( d +n_—1)£
lim dyearfS | dyear f)f | dyear f)f | dyear [ )f
n—oo . o da . _iT d . AR d . NG
dyearl (1+dyearl>(1+f) <1+dyearl>(1+]_c) <1+dyearl>(1+7) (7)
Dutyerp = < 7
f f
Y B R
dyear f

V rovnici (7) Dutyer, 0znaCuje Mac. duraci perpetuity a jeji hodnota je vyjadiena
v letech. Po uprave:

45



Stadnik, B.: Macaulayova durace perpetuity v dobé mezi vyplatou kuponii.

c < d 1>( d ,2> ( d .n—l)
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Vyraz v limité je souCet nekonecné aritmeticko-geometrické fady A;G, + A,G, +
o+ A Gy + -+, kde Ay, A,, ..., jsou Cleny aritetické posloupnosti s diferenci d
a Gy, G, ... jsou Cleny geometrické posloupnosti s kvocientem q. Vzorec pro -ty ¢len
aritmeticko-geometrické tady je

AGy = [Ay + (k — 1)d]Gyg* 1.
Pro |q| < 1 tada konverguje, coz je i nas piipad, jelikoz predpokladame pozitivni
urokovou miru. Hodnota q je tudiz kladnd a mensi nez 1:

q = 1
=—. 9
(1+7) 9)

Soucet takové nekone¢né fady je roven (Odvarko 1995; Calda 2013):
_ A1G dGiq

S . 1
1-q = (1-q)? (10)
Dosazenim do rovnice (10) dostavame:
[ i1 i
. 1*_7;(“;)
142 _i|dyear i
dyear f (7)
Dutyerp = — T (11)
f i
P
dyear f
a nasledné po upravach vyslednou rovnici:
d 1
Durperp =1 + T (12)
year

Pro d = dyeqy ziskavame rovnici (13), ktera je v ivodu zmiflovanym a prakticky
jedinym uvadénym vzorcem pro Mac. duraci perpetuity a ktery plati pouze
v okamziku jedné celé kuponové periody pred vyplatou nejblizsiho kuponu, tedy:

1
Dutyerp =1+ - (13)

4 Diskuze nad vysledky

Z obréazku 1 je ziejmé, Ze citlivost ceny perpetuity na zménu trokové miry nabyva

kone¢nych hodnot, vyjma pfipadu, kdy vnitini vynosové procento limituje k 0
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zprava. Jestlize pocitime Mac. duraci jako stfedni dobu do splatnosti jednotlivych
budoucich finan¢nich tokl, mohl by na prvni pohled byt matouci jejich nekonecny
pocet, a tudiz i ocekavani nekonecné velké stfedni hodnoty, ale limita v rovnici (7)
konverguje, takze 1 hodnota Mac. durace je konecna.

Obr. 1 Cena perpetuity v zavislosti na vnitini vynosnosti
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Zdroj: Vlastni zpracovani.

Na obr. 2 je pribéh ceny perpetuity v Case. Je ziejmé, ze jeji hodnota zé&visi na
velikosti vnitfniho vynosového procenta perpetuity a téz klesa s blizici se dobou do
vyplaty nejblizsiho kupoénu,
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Obr. 2 Priitbéh Mac. durace perpetuity pfi rizném vnitfnim vynosovém
procentu v ¢ase
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Zdroj: Vlastni zpracovani.

Intuitivné téz citime, ze v piipad€ perpetuity, velikost Mac. durace nezévisi na
velikosti kupdénu, oproti typickému dluhopisu s kone¢nou dobou do splatnosti,
jelikoz primérna doba do splatnosti, vazend soucasnou hodnotou jednotlivych
cashflow, je vyrazné ovlivnéna vzajemnou velikosti kupdni a face value.

5 Zavér

V clanku jsme odvodili rovnici pro vypocet hodnoty Mac. durace perpetuity
v okamziku, ktery se nachazi uvnitf kuponové periody, pfi¢emz po této rovnici je
poptavka i z financni praxe.

Hodnota Mac. durace, dle intuitivniho finan¢niho pohledu a sou¢asné v souladu
s odvozenou rovnici — rovnice (12), nezavisi na velikosti kuponu, ale zavisi na poctu
dni do vyplaty nejblizs§iho kuponu, pricemz se zmensujicim se ¢asem do vyplaty
klesa. Hodnota Mac. durace stoupa s niz$i hodnotou Grokové miry, coz je téz patrné
z obrazku 2.
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The Macaulay duration of a perpetuity bond in
the period between coupon payments

Bohumil Stadnik
Abstract:

In this paper, we deal with the derivation of the mathematical equation for the
Macaulay duration of a perpetuity (hereinafter referred to as "Mac. duration") bond
in the period between coupon payments. According to our findings, this equation is
not included in the commonly available literature and is limited only to the equation
for calculating Mac. duration at the moment when exactly one full coupon period
remains before the payment of the nearest coupon. In a mathematical derivation, we
come to a conclusion, which is consistent with financial intuition, that the Mac.
duration of the perpetuity does not depend on the size of the coupon, but is dependent
on the internal rate of return of the perpetuity and decreases as the moment of
payment of the nearest coupon approaches.

Keywords: Macaulay duration of perpetuity; The price of perpetuity in
the period between coupon payments.
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