Funkce Cisté soucasné hodnoty pri konven¢nich a
nekonvené¢nich penéZnich tocich”

Petr Marek — Jarmila Radovd™

Problematika spojena s metodikou vypoctu a se zdsadami aplikace €isté souc¢asné hodnoty
a vnitiniho vynosového procenta v praxi se zda byt na prvni pohled z teoretického hlediska jiz
vyéerpana. Casové hodnoté penéz v investiénim rozhodovani se vénoval jiz A. M. Wellington
v r. 1887, otazky tykajici se pouzitelnosti vnitiniho vynosového procenta poté byly podrobné
rozebrany napt. I. Fischerem (1930), K. Bouldingem (1935) nebo P. A. Samuelsonem (1936).
VSsichni se v podstaté shodli na tomtéz: v ptipad¢ konvencnich penéznich tokl 1ze pouzit obé
kritéria, naopak v pfipadé nekonvencnich penéznich tokli 1ze pracovat jen s Cistou soucasnou
hodnotou, nebot’ u vnitiniho vynosového procenta se miizeme setkat s vétSim poctem feSeni
nez jedna. Maximalni pocet téchto feseni u nekonvencénich tokli poté matematicky odvodili
napt. J. H. Lorie a L.J. Savage (1955) ¢i Casto citovani D. Teichroew, A. A. Robichek a
M. Montalbano (1965).

Ptesto se vSak v posledni dobé objevuji ¢lanky, jez piinasi do této diskuse nové podnéty.
Napt. G. B. Hazen (2003) nabizi novy pfistup k interpretaci vnitiniho vynosového procenta
s vétSim poctem fteSeni, Pasqual, J. aj. (2001) si zase vS§imaji nekterych faleSnych anomalii
funkce Cisté soucasné hodnoty.

Cilem tohoto pfispévku je matematické odvozeni pravidel pro konstrukci funkce Cisté
soucasné hodnoty za predpokladl existence konvencénich i nekonvencnich penéznich tok.

Funkece ¢isté soucasné hodnoty pri konvencénich penéznich tocich

Konvencni penézni tok predstavuje takovy tok penéz, kdy plati ptedpoklad, ze zaporné
penézni toky (tj. investi¢ni vydaje) jsou na zac¢atku prvniho obdobi vyssi a nasledné prevysuji
kladné penézni toky (tj. pfijmy z investice) nepfetrzit¢ az do konce urc¢itého obdobi, po némz
uz jsou vyssi jen kladné penéZzni toky. Matematicky lze zapsat uvedenou podminku takto:

CF,,..,.CF. <0 a CF.,,....CF, >0, (1)

kde CFy, CF, CF;,;, CF, = penézni toky na zacatku 1. obdobi, na konci obdobi
[£], na konci obdobi [#+1] a na konci obdobi [#],

Za téchto predpokladi bude mit funkce Cisté souc¢asné hodnoty,

. n CF
CSH = k.
2y @
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kde CSH = &isté sou¢asna hodnota,
CF; = penézni tok na konci k-tého obdobi,
n = pocet obdobi existence investice,
i = zvazovana urokova mira.

podobu hyperboly s vrcholem v bodé {— I; CFO}, avSak s definicnim oborem vymezenym jen
v intervalu < 0;00 > (nebot’ nema smysl diskontovat penézni toky zédpornou sazbou, jestlize za
relevantni naklady kapitalu budeme zvazovat pouze kladné naklady kapitalu) a obor hodnot se

bude pak pohybovat v intervalu < CF; ZCF L >

V celém definiénim oboru budou mit hodnoty ¢isté soucasné hodnoty klesajici pribch
v zé&vislosti na vysi zvazované trokové miry.

Obr. 1: Funkce ¢isté soucasné hodnoty s konvencnim penéZnim tokem

-1

Vnitini vynosové procento VVP je definovano jako takova zvazovand trokova mira, pii
které se Cista souCasna hodnota rovna nule. Z uvedenych podminek i z Obr. 1 vyplyva, Ze za
predpokladu konvencnich penéznich tokli bude investi¢ni projekt mit pravé jedno vnitini

vynosové procento, bude-li ZCF » =0, azadné bude-li ZCF . <0.

Casto se difve v praxi pro vypolet vnitiniho vynosového procenta pouzivala linearni
interpolace. Podstata metody spociva v prolozeni dvou bodii pfimkou, a hleda se takovy bod,
pfi némz tato piimka protne vodorovnou osu. Matematicky mliZzeme linedrni aproximaci
vyjadfit rovnici.

; CSH, — CSH , ,
CSH,, =22 (z0M, - UM, 3)
CSH,
kde CSH,, = cista sou¢asna hodnota stanovena pomoci linedrni interpolace,
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CSH, = ¢&ista soucasna hodnota pii niz8i zvazované urokové mife nez
o¢ekavana vyse vnitiniho vynosového procenta, tj. €istad soucasna
hodnota dévajici kladnou hodnotu,
CSH, = ¢&ista soucasna hodnota pti vyssi zvazované urokové mife nez
ocekavana vySe vnitiniho vynosového procenta, tj. ¢istd soucasna
hodnota déavajici zdpornou hodnotu,
ZUM, = zvazovana Grokovéa mira niZ$i nez otekavana vyse VVP,
ZUM, = zvaZovani urokova mira vysii nez oekavana vyse VVP.
Vzhledem k tomu, ze funkce Cisté souCasné hodnoty ma podobu hyperboly, nemiize
linearni aproximace dat pfesnou hodnotu vnitiniho vynosového procenta (viz nésledujici
obrazek).

Obr. 2: Pouziti linedrni interpolace pro stanoveni vnitiniho vynosového procenta

CFy

CFy

ZUM, ZUM,

Cim blize budou ur¢eny zvazované urokové miry ZUM, a ZUM, vnitinimu vynosovému
procentu VVP, tim mensi bude rozdil mezi skuteCnym vnitinim vynosovym procentem V' VP a
vynosovym procentem vypoctenym z linearni interpolace VVPy;.

Funkce Cisté soucasné hodnoty pri nekonvencnich penéznich tocich

Nekonvencni penézni tok Ize vymezit negativné vii¢i konvenénim penéznim tokiim, nebo-
li tvoti takovy tok penéz, pii némz neplati predpoklad, Ze zaporné penézni toky (tj. investi¢ni
vydaje) jsou na zacatku prvniho obdobi vyssi a ndsledné prevySuji kladné penézni toky (t;.
piijmy z investice) neptetrzité¢ az do konce urcitého obdobi, po némz uz jsou vyssi jen kladné
penéZni toky. To znamena, Ze bud’ jsou na zacatku kladné penézni toky a potom nésleduji jen
toky zaporné nebo se zaporné a kladné penézni toky sttidaji.

V prvnim piipadé se v§ak nejedna o investi¢ni projekt, ale o plijcku, ktera je pak n€kolika
penéznimi toky splacena. Jednotlivé penézni toky obsahuji jak imor pijcky tak splatku uroku,
ktery neni explicitné vyjadfen. Penézni toky — splatky plj¢ky nemusi byt konstantni.
Uvazujeme-li stejné velké penézni toky jako ukonvenénich penéznich tokl, avsak
s opacnymi znaménky, potom funkce této Cisté soucasné hodnoty bude zobrazena pomoci
hyperboly soumérné podle osy x oproti hyperbole pifi konvencnich penéznich tocich. Takto
konstruovand hyperbola bude rostouci ve druhém a CEtvrtém kvadrantu. Definiéni obor se

nicméné opét nachdzi jen v intervalu < 0;00 > a obor hodnot v intervalu < z CF,;CF, >.
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Nekonvencni penézni tok (+, —, +)

Zajimat nas proto bude jen druhd situace. Zacnéme s investici, ktera bude mit tfi penézni
toky CFy, CF; a CF,, pticemz CFy> 0, CF;< 0, CF,> 0. Rovnici ¢isté soucasné hodnoty poté
muzeme zapsat nasledovne:

g CF, CF.
CSH =CF, ——L+ . 4
pozn. za CF budeme dosazovat penézni toky v absolutni hodnot¢.
Nyni provedeme substituci a za [1/(1+i)] dosadime [x], tj.
CSH = CF, -x* = CF, -x+CF,. (5)

Z uvedené rovnice vyplyva, ze funkci Cisté souCasné hodnoty pro tyto penézni toky
muzeme vyjadrit jako parabolu

y=CF, x> —CF, -x+CF, (6)

1 , CF _ CF,

— =X - X+ 7
4 CF, CF, CF, )
- CF, CF,
Y o _,2_ Sy @)
CF, CF,
Rovnici paraboly z této kvadratické rovnice ziskame po upravach ve tvaru:
CF} cF, Y
y—|CF, - L |=CF, | x— . 9)
4.CF, 2-CF,
Z toho vyplyva, ze vrchol paraboly se nachazi v bod¢
CF, CF?
L CF, ————*. (10)
2-CF, 4.CF,

Bude-li platit, Ze y-soufadnice vrcholu paraboly se rovnd nule, ziskdme pravé jedno
vnitini vynosové procento v mnozing redlnych ¢isel. Tj. ptipad, kdy

CF,
2-CF,

X =

(1)

Vzhledem k provedené substituci x = [1/(1+i)] ziskdme vnitini vynosové procento ve
tvaru

2-CF, - CF,
CF, '

1=

(12)

Bude-li platit, Ze y-soufadnice vrcholu paraboly je kladnd, neexistuje v mnoziné redlnych
¢isel zadné vnitini vynosové procento. Bude-li naopak y-soufadnice zaporna, ziskame dvé
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redlna (tzn. nikoli automaticky v definicnim oboru funkce Cisté soucasné hodnoty) feSeni
zkouman¢ kvadratické rovnice ve tvaru

—~CF, ++/CF? —4-CF, -CF,
X, = 1+\/ 1 2 0 resp.. (13)
2-CF,

_-CF, ~JCF? -4-CF, -CF,

X (14)
2 2-CF,
Poté hodnoty vnitiniho vynosového procenta mizeme vyjadiit ve tvaru
|_~CF +/CF? -4.CF, -CF,
: 2-CF,
i, = resp.. (15)
— CF, ++/CF}* —4-CF, - CF,
2-CF,
|_~CF, —[CF? -4.CF, -CF,
: 2-CF,
L = (16)
—CF, —/CF} —4-CF, -CF,
2-CF,

Reseni nageho problému lze shrnout do néasledujici tabulky:

Situace |Podminka Pocet FeSeni VVP
A CF, - 4??;2 >0 = zadné
B CF, — 46.1?;2 =0 = prave jedno
C CF, - 4C?; 2 <0 = praveé dvé

Graficky znazornime uvedené tii situace v néasledujicim Obr. 3:

Obr. 3: Funkce Cisté sou¢asné hodnoty s nekonvencnimi penézZnimi toky (+, —, +)

Situace A Situace B Situace C

0 0 L/
\V/
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Nekonvencni penézni tok (—, +, -)

Budeme-li pfedpokladat nekonvencni penézni toky s opaénymi znaménky oproti naSemu
predchozimu piikladu, tj. (—, +, —) misto (+, —, +), pak se bude jednat o parabolu osové
soumérnou podle osy x s parabolou zndzornénou na vySe uvedeném obrazku.

Situace |Podminka Pocet FeSeni VVP
A CF, - 4C£; 2 <0 =  z&dné
B CF, - 4??;2 =0 =  prave jedno
C CF, - 4?1222 >0 =  praveé dvé

Graficky znazornime uvedené tii situace v nédsledujicim Obr. 4:

Obr. 4: Funkce Cisté sou¢asné hodnoty s nekonvenénimi penéZnimi toky (-, +, —-)

Situace A Situace B Situace C

Postupme nyni dale. Cim vice bude zmén znamének v nekonvencnich penéznich tocich,
tim vice se situace zkomplikuje. Dochézi k feSeni rovnice tietiho az (n-1)-niho stupné podle

N4

poctu obdobi, v nichz sledujeme penézni toky.

Nekonvenéni penézni toky s vétSim poctem obdobi

V této casti se zaméfime na piipady nekonvencnich penéznich tokl, tedy tokll se
stiidajicimi se znaménky, které probihaji ve vice obdobich neZ jsou tfi. Jak jsme vidéli
v predchozim odstavci tfi penézni toky vedly na feSeni rovnice druhého tadu a dokazali jsme

jednoznaéné urcit redlna a navic ekonomicky smysluplné feSeni.

Uvazujeme-li obecné n-obdobi, tedy n penéznich toki, je problematika nalezeni VVP
znacn¢ komplikovand, nebot’ vede na feSeni rovnice (n—1)-niho stupné.

Situace, které mohou nastat pfi feSeni problému budou tedy zaviset na

= poctu obdobi,
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= velikosti penéznich tokii a vazbach mezi nimi,
* vySiinvestované Castky.

Podrobnéji se budeme vénovat piipadu Ctyi penéznich toka. Tento pfipad vede na feSeni
rovnice tfetitho fadu a mohou tedy nastat nasledujici situace:

= neexistuje zadné V'VP — tomu odpovidaji u kubické rovnice piipady, kdy jsou

- vSechny kofeny zaporné,
- dva imaginarni-komplexn¢ sdruzené a jeden zaporny,

» existuje pravé jedno V'VP, to znamena, Ze existuje
- jeden kladny kofen a dva rzné realné zaporné koteny,
- jeden kladny koten a jeden zaporny dvojnasobny,
- jeden kladny dvojnéasobny kofen a jeden zaporny,
- jeden kladny kofen a dva imaginarni — komplexné sdruzené,
- jeden kladny trojndsobny,
» existuji praveé dvé VVP
- jeden kofen kladny a jeden kladny dvojnasobny,
= existuji prave tii VVP
- tfi kladné koteny od sebe rizné.

Matematicky vyjadiime rovnici CSH pomoci rovnice tfetiho stupné, kterou si uvedeme ve
tvaru

CSH:CFO—CFl+ ¢r___Ch , (17)
1+i (1+i) (+i)

Dale provedeme substituci a za [1/(1+i)] dosadime [x]. Rovnice se tim pievede na tvar
f(x)=-CF,-x’ +CF, -x> = CF, - x + CF, (18)
Dale poloZime

xey_1.Ch 19
YT3Cr, (19)

A tim se nam podaii pfevést rovnici f{x) na tvar, ktery obecné neobsahuje ¢len stupné n-1.
V nasem konkrétnim ptipadé neobsahuje tedy ¢len druhého stupné.

1 CF,

f(J/—g'CF32

)=y’ +b - y+b, (20)

Koeficienty b; a b, jsou polynomy v CF}, kde i = 0,1,2,3
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Konkrétné mizeme psat

CCR 1 CFzzb_CFO_l CF, CF, 2 cr,Y o
' CcFr, 3\CF,)’? CF, 3 CF, CF, 27|CF,
Pro kotfeny upravené kubické rovnice v proménné y musi platit
Yi+y,+y;=0 (22)

a to podle znamého faktu, ze koeficient u ¢lenu polynomu (n-1)-ného stupné dava soucet
kofenti polynomické rovnice. V nasem piipad¢ jsme upravili rovnici tak, Ze koeficient u Clenu
druhého stupné je nulovy.

Diskriminant rovnice tretitho fadu, ktery ma jiz upravené koeficienty tak, ze u Clenu
druhého stupné mame nulovy koeficient, je mozno napsat ve tvaru

) 3
F F
D,=-4-b>-27-b,> =—4. Cr _1(CE —
CF, 3 \CF,
2
| CR 1 CF CR 2 (CF, ’
CF, 3 CF, CF, 27\CF,

Podle Kardanovych vzorct, které se vyuzivaji pro vyjadieni feSeni rovnic vyssich tadu,
zejména pro rovnice tfetiho fadu, dostavame feSeni rovnice ve tvaru

(23)

b b
:3\/7%%-1/—3-1)3 +3l2-—. [-3-D, (24)

y—€3\/ +—J—3D+ \/ —Lg -3 D, (25)

b, 1 b, 1

2 2

=& 32 +—--3-D, +¢-3}-2-—-/-3-D 26
¥ \/ 2 18 2 18 ’ (20)
Veli¢ina oznacend ¢ oznacuje tieti odmocninu z jedné v komplexnim oboru, tedy

_ M,gz _ ﬂ 7)
2 2
Z téchto zapisu lze ziskat vSechny moznosti hodnot V'VP pro Ctyfi penézni toky.

Graficky je moZno nejb&zngjsi situace znazornit nasledujicim zptisobem
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Obr. 5: Funkce Cisté sou¢asné hodnoty s nekonvenénimi penéZnimi toky (+, —, +, -)

Situace A Situace B Situace C

/)
0 0 V 0

0 0 0

Situace A zndzornuje piipad, kdy existuji dvé VVP, ptfiCemz z hlediska feSeni kubické
rovnice existuji dva kladné koteny, z nichz jeden je dvojnasobny.

Situace B je pfipad, kdy existuji tfi kladnd VVP a situace C ukazuje pro interpretaci
vysledki ptipad nejjednodussi, kdy méme pouze jedno V'VP.

Piipad péti penéznich toki, ktery vede na feSeni rovnice Cctvrtého fadu je jeSté
komplikovangj$i a ani v tomto pripadé¢ nemusi existovat V'VP. Tomu odpovida ptipad, kdy
rovnice nema ani jeden kladny koten, mé tedy v oboru realnych cisel pouze koteny zaporné
nebo nema v oboru redlnych ¢isel zadné feSeni, existuji pouze imaginarni kotfeny.

Muze existovat 1 vice hodnot VVP v ptipadé, Ze rovnice ma vice od sebe riznych
kladnych kofentli - miize mit az 4 od sebe rizné kladné koteny, tedy je mozné, ze bude mit 1
jeden, dva nebo tfi rizné koteny.

Matematickd formulace feSeni vychazi z analogické analyzy jako u problému kubické
rovnice. Snazime se tedy anulovat koeficient u ¢lenu s tfeti mocninou, ¢imz dostaneme soucet
kofeni nulovy a hledame diskriminant, ktery ndm umozni exaktni vyjadfeni vSech Ctyft
kotenli pomoci odmocniny z jedné v komplexnim oboru.

Graficky je problém VVP u péti penéznich tokli pro specidlni ptipad znazornén nize
uvedenym obrazkem.

Obr. 6: Funkce Cisté sou¢asné hodnoty s nekonvenénimi penéznimi toky (+, —, +, —, +)

Situace A Situace B Situace C
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Situace A je piipad neexistence realného kotenu, tedy neexistuje zadné VVP. VSechny
koteny fesené rovnice se nachdzeji v oboru komplexnich Cisel.

Situace B je pfipad, kdy existuji dv€& VVP, koteny feSené rovnice jsou realné,
dvojnéasobné. Posledni je situace C, kdy existuji ¢tyfi redlna feSeni a tedy Ctyti hodnoty VVP.

V ptipad¢, ze existuje vice kladnych kotfenti — tedy moznych hodnot V'VP, je nejvhodnéjsi
ten, jehoz velikost bude nejsnaze ekonomicky interpretovatelna, tzn. koten, ktery se nachazi
v obvyklém pasmu VVP.

Zavér

Znalost tvaru funkce ¢isté soucasné hodnoty umoziiuje ptijmout spravné rozhodnuti ohledné
realizace Ci nerealizace investice. Pfi konven¢nich penéznich tocich ma funkce ¢isté soucasné
hodnoty tvar hyperboly, s pomoci metody line4rni interpolace tedy nikdy nemizeme (leda
zcela ndhodn¢) urcit skute¢né vnitini vynosové procento. Pfi nekonvencnich penéznich tocich
muze investice mit jedno, dvé€ 1 vice vnitinich vynosovych procent, popt. v mnozin¢ realnych
¢isel nemusi pro danou investici vnitini vynosové procento viibec existovat. Proto budeme
v téchto piipadech vzdy preferovat rozhodovani podle Cisté soucasné hodnoty.
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Funkce Cisté souc¢asné hodnoty pri konvenénich a nekonvencnich
penéZnich tocich

Petr Marek — Jarmila Radova

ABSTRAKT

Cil ¢lanku spociva v matematickém odvozeni pravidel pro konstrukci ¢isté sou¢asné hodnoty
za predpokladu existence konvencnich a nekonvencnich penéznich tokid. U nekonvencnich
penéznich tokti byly zvazovany nésledujici kombinace kladnych (+) a zapornych (-)
penéznich tokt: (+, —, +), (-, +, -), (+, —, +, -), (+, — +, —, +). Clanek se snazi upozornit na
nejcastéjsi chyby vyskytujici se pfi vypoctu a interpretaci Cisté soucasné hodnoty.

Klic¢ova slova: Cistd soucasnd hodnoty; Vnitini vynosové procento; Konvencni penézni tok;
Nekonven¢ni penézni tok.

Net present Value Function under Conventional and Non-Conventional
Cash Flow

ABSTRACT

The aim of the article is a mathematical derivation of rules for construction of net present
value function given the assumption of conventional and non-conventional cash flows. For
non-conventional cash flows the following combinations of positive (+) and negative (—) cash
flows have been considered for NPV function construction: (+, —, +), (—, +, -), (+, —, +, -),
(+, —, +, —, ). The article also attempts to indicate the most frequent mistakes in calculation
and interpretation of the function.

Key words: Net Present Value; Internal Rate of Return; Conventional Cash Flow; Non-
Conventional Cash Flow.

JEL classification: G40.
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